
 
3. Aplicaţii ale ecuaţiilor diferenţiale de ordinul I 

 
1. Suprafaţa de echilibru a unui lichid în rotaţie (integrare directă) 
 
Problema: Un tub vertical cilindric cu raza r se roteşte rapid în jurul axei sale cu 
viteza unghiulară constantă ω . Să se determine ecuaţia intersecţiei suprafeţei de 
rotaţie a lichidului cu un plan care conţine axa tubului. 
Variabila independentǎ, x, indicǎ distanţa unui punct faţǎ de axa de rotaţie (axa 
tubului). Funcţia necunoscutǎ,  Rrry →− ],[: ( )xyy = ,  reprezintǎ înǎlţimea 
lichidului în punctele aflate la distanţa x de axa cilindrului şi descrie intersecţia 
suprafeţei de rotaţie a lichidului cu un plan ce conţine axa tubului. 
 
 
 

( )xyy =   
 
 αA

cF  
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1. Suprafaţa de echilibru a unui lichid în rotaţie 
 
Sub acţiunea forţei de inerţie lichidul se ridicǎ spre pereţi tubului. 
Asupra punctului de masa m situate la distanţa x de axǎ acţioneazǎ douǎ forţe: 
greutatea jmgG ⋅−=  şi forţa centrifugǎ ixmF c ⋅= 2ω . 
Deoarece viteza de rotaţie e constantǎ suprafaţa lichidului e stabilǎ şi forţa rezultantǎ 
F este perpendicularǎ pe planul tangent la suprafaţa lichidului, adicǎ unghiurile α  şi 
β  sunt egale. Rezultǎ cǎ βα tgtg =  adicǎ 

( ) x
g

xy ⋅=
2

' ω  

Ceea ce reprezintǎ ecuaţie diferenţialǎ ce descrie curbǎ de rotaţie. 

Prin integrare directǎ se obţine ( ) ∫ +== Cx
g

xdx
g

xy 2
22

2
ωω . 

Deci curba de rotaţie este o parabolǎ.  

 

 
F

β

G  
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Constanta C se determinǎ folosind faptul cǎ volumul lichidului este constant. Dacǎ 
înainte de începerea rotaţiei înǎlţimea lichidului era h atunci conservarea volumului se 
scrie astfel 

( )∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+⋅==⋅⋅

r rkCkrCrdxxyhr
0

52
3222

53
2πππ  

unde 
g

k
2

2ω
=  , ceea ce reprezintǎ o ecuaţie de gradul 2 cu necunoscuta C. 

2. Evolutia unei populaţii (ecuaţie cu variabile separabile) 
 
a. Evoluţia unei populaţi într-un mediu cu resurse nelimitate 
Problemǎ: Sǎ se descrie evoluţia unei populaţii a cǎrei creştere în fiecare 
moment este proporţionalǎ cu valoarea sa în acel moment. 
 Variabila independentǎ este timpul t iar funcţia necunoscutǎ este a 
caracterizeazǎ mǎrimea populaţiei (

Ry →+∞),0[:  E
( )ty  reprezintǎ numǎrul de indivizi, densitatea 

unei culturi bacteriene etc la momentu de timp t). 
In timpul  populaţia se modificǎ cu t∆ ( ) ttyky ∆⋅⋅=∆ . Variaţia sa instantanee este 

 deci se poate scrie  ty ∆∆ /

( ) ( )tyk
t
yty

t
⋅=

∆
∆

=
→∆ 0

lim'  

ceea ce reprezintǎ ecuaţia diferenţialǎ ce descrie evoluţia populaţiei. Ea este o ecuaţie 
cu variabile separabile. 
 Soluţia singularǎ Rys →+∞),0[: , ( ) 0=tys   care nu convine problemei deoarece în 
aceastǎ situaţie populaţia nu existǎ. 
Soluţia generalǎ a ecuaţiei este ( ) kteCty ⋅= . 
Aceasta este faimoasa lege a lui Malthus care a prevǎut cǎ populaţia Terrei va creşte 
exponenţial în timp ce resursele sale cresc in progresie geometricǎ, deci ele vor 
deveni insuficiente pentru toti oamenii şi rǎzboaiele sunt necesare pentru 
reglementarea echilibrului. 
Problemǎ Dacǎ populaţia unei ţǎri s-a dublat în 50 de ani, peste cât timp se va 
tripla, dacǎ viteza de creştere este proporţionalǎ cu mǎrimea sa? 

Tinând cont cǎ ( ) ktCety =  şi cǎ ( ) (0250 yy )=  rezultǎ , deci CCe k 250 =
50

2ln
=k . 

Triplarea populaţiei înseamnǎ ( ) (03yty )=  ceea ce conduce la , adicǎ 3=kte

79
2ln

3ln503ln
≈

⋅
==

k
t .  

Deci populaţia se va tripla dupa 79 de ani. 
Problemǎ: Intr-o colonie de microbi care se înmulţesc cu o vitezǎ proporţionalǎ 
cu numǎrul lor se constatǎ cǎ numǎrul de microbi s-a dublat în 5 ore.  Ce se va 
întâmpla dupǎ 10 ore? 
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 Din legea de evoluţie ( ) kteCty ⋅=  şi condiţia ( ) ( )025 yy =  rezultǎ 
5
2ln

=k . Atunci 

 aratǎ cǎ numǎrul de microbi a crescut de 4 ori în 10 ore. ( ) CCey 410 2ln2 ==
 
b. Evoluţia unei populaţii într-un mediu cu resurse limitate 
Problemǎ: Sǎ se descrie evoluţia unei populaţii într-un mediu cu resurse limitate 
în care populaţia maximǎ ce poate trǎi are mǎrimea L, dacǎ mǎrimea ei iniţialǎ 
este  0P
Folosind notaţiile din problema anterioarǎ obţinem problema Cauchy 

( ) ( ) ( )( )
( )⎩

⎨
⎧

=
−⋅=

00
'

Py
tyLtkyty

 

Ecuaţia diferenţialǎ, numitǎ şi ecuaţia logisticǎ, aratǎ cǎ o populaţie va creşte (adicǎ 
) doar dacǎ ea nu a atins nivelul maxim permis de mediu. Dacǎ mǎrimea ei 

este mai mare decât acest nivel ea va trebui sǎ scadǎ pânǎ la limita acceptabilǎ. 
( ) 0' >ty

Ecuaţia are variabile separabile. 
Soluţile singulare Ryy ss →∞),0[:, 21 , ( ) 01 =tys , respectiv ( ) Ltys =2  descriu situaţia 
în care populaţia nu existǎ (adicǎ 00 =P ), respective siuaţia când populaţia iniţialǎ 
este la nivelul maxim admis de mediu, adicǎ LP =0  şi rǎmane la acest nivel.  

Scrisǎ sub forma ( )
( ) ( )( ) k

tyLty
ty

=
−

'  ecuaţia poate fi integratǎ şi conduce la 

( )
( ) CLkt
tyL

ty
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ln , adicǎ ( )
( )

LktCe
tyL

ty
=

−
. Soluţia gneralǎ este deci 

( ) Lkt

Lkt

Ce
CeLty
+

=
1

. Determinarea constantei C se face folosind condiţia iniţialǎ. 

Din ( )
C

LCPy
+

==
1

0 0   rezultǎ 
0

0

1 P
PC
−

=  deci soluţia problemei este 

( ) Lkt

Lkt

ePPL
ePLty

00

0

+−
⋅⋅

=  

Din expresia analiticǎ a soluţiei se observǎ cǎ  ( ) Lty
t

=
∞→

lim , deci populaţia tinde sǎ 

atingǎ valoarea maximǎ admisǎ. 
  
3. Variaţia presiunii atmosferice în raport cu altitudinea (ecuaţie cu variabile 
separabile) 
Problemǎ: Sǎ se determine presiunea atmosfericǎ ( )hpp =  a unei mase volumice 
de aer ρ  la temperature T  în raport de înǎlţimea h mǎsuratǎ de la nivelul mǎrii, 
daca presiunea la nivelul mǎrii este ( ) 00 pp = . 
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Variabila independentǎ este altitudinea h iar funcţia necunoscutǎ este presiunea 
atmosfericǎ ( )hpp = . 
 Ecuaţia fundamentalǎ a hidrostaticii, scrisǎ pentru acest caz, este .0' =+ gp ρ  
Dacǎ vom considera aerul la un gaz perfect obţinem relaţia TRnvp ⋅⋅=⋅ , unde n 
este numǎrul de moli de aer ce ocupǎ volumul v, R este o constantǎ. Rezultǎ cǎ 

TR
pM

TRn
pm

v
m

⋅
⋅

=
⋅⋅
⋅

==ρ , unde M este masa molarǎ a aerului. In acest caz ecuaţia ce 

descrie presiunea aerului devine .0' =
⋅
⋅

+ p
TR
gMp  Problema Cauchy ataşatǎ este 

( ) ( ) ( )

( )
.

0

0'

0
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
⋅
⋅

+

pp

hp
hTR
gMhp

 

 

Cazul I Dacǎ temperatura este constantǎ, ecuaţia se scrie kpp −=' , unde 
TR
gMk

⋅
⋅

= . 

In acest caz ecuaţia are variabile separabile. Soluţia singularǎ ( ) 0=hp  nu convine 
problemei şi din soluţia generalǎ ( ) kheChp −⋅=  deducem, impunând condiţia iniţialǎ 
cǎ soluţia problemei Cauchy este ( ) khephp −⋅= 0 . Rezultǎ deci cǎ presiunea scade 
exponenţial în raport cu altitudinea. 
Cazul II: Dacǎ temperatura nu este constantǎ dar aerul respectǎ legea transformǎrilor 

adiabatice  , cu Kvp =⋅ γ 1≠γ  dat, atunci 
γ/1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

p
Kv  , din relaţia TRnvp ⋅⋅=⋅  se 

obţine 
n
pK

p
K

n
pv

n
pTR

γγγ /11/1/1 −⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⋅  şi problema Cauchy devine  

( ) ( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

⋅−=
⋅

−=

0

/1
1

/1
/1

0

'

pp

hpkhp
K

gmhp
notatie

γγ
γ . 

Integrând ecuaţia ( ) ( ) 1
/1 ' khphp −=⋅− γ  obţinem ( ) ( )Chkhp +−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

1
/11 11

γ
γ , adicǎ 

( ) ( )
1

1
11

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

γ
γ

γ
Chkhp . Din condiţia iniţialǎ rezultǎ ( ) γγ

γ
γ /1

01
−

−
= pC , deci 

( ) ( ) 1

1
/1

0
1 −

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

γ
γ

γγ

γ
γ hkphp  
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ceea ce aratǎ cǎ presiunea scade atunci când creşte altitudinea şi altitudinea  maximǎ 

la care existǎ atmosferǎ este 
( )

( )1

/1
0

max −
⋅

=
−

γ
γ γγph  care se obţine din relaţia . ( ) 0max =hp

  
4. Căderea liberă (ecuaţie cu variabile separabile) 
Problemǎ: Sǎ se determine viteza unui corp în mişcare verticalǎ sub acţiunea 
greutǎţii sale şi a rezistenţei aerului, dacǎ viteza de pornire este . 0v
Variabila independentǎ este timpul si funcţia necunoscutǎ este viteza . 
Condiţia iniţialǎ este 

( )tvv =
( ) 00 vv = . Rezistenţa aerului este R=R(t) şi acceleraţia corpului 

este . ( ) ( )tvta '=
Legea fundamentalǎ a dinamicii se scrie sub forma ( ) 'mvtRgm =−⋅  
Cazul I: Dacǎ rezistenţa aerului este proporţionalǎ cu viteza corpului, adicǎ  

, ecuaţia devine ( ) ( )tkvtR = ( ) ( )tmvtkvmg '=− . Notând kmk /1 =  obţinem problema 
Cauchy 

( ) ( )
( ) .
0

'

0

1

⎩
⎨
⎧

=
−=

vv
tvkgtv

 

Ecuaţia diferenţialǎ, cu variabile separabile, are soluţia singularǎ ( ) 1/ kgtv = . Pentru 

determinarea soluţiei generale se scrie ecuaţia sub forma ( )
( ) 1'

1
=

− tvkg
tv , deci 

( )
( ) Ct
tvkg

tv
+=

−∫
1

' , adicǎ ( ) Cttvkg
k

+=−− )ln(1
1

1
 . De aici rezultǎ 

( ) ( tkeC
k
gtv 1

1
1

1 −−= ). Din condiţia iniţialǎ ( 1
1

0 1 C
k
gv −= )  rezultǎ 

g
vkC 01

1 1−= . 

In aceastǎ situaţie viteza creşte odatǎ cu trecerea timpului şi tinde sǎ atingǎ valoarea 
maximǎ posibilǎ, 1max / kgv = . 
Cazul II Dacǎ rezistenţa aerului este proporţionalǎ cu pǎtratul vitezei (ceea ca se 
întâmplǎ când vitezele de mişcare sunt mari) atunci ( ) ( )tkvtR 2=  şi problema Cauchy 
devine 

( )( )
( )⎩

⎨
⎧

=
−=

0

22

0
1'
vv

tvgv α
 

unde . Ecuaţia diferenţialǎ cu variabile separabile are soluţia singularǎ 
 care este o funcţie constantǎ şi corespunde cazului când . 

mk /2 =α
( ) 2/1 α=tv 2

0 /1 α=v
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Soluţia generalǎ, obţinutǎ prin integrarea ecuaţiei ( )
( ) g
tv

tv
=

− 221
'

α
, este datǎ de 

egalitatea ( )
( ) Cgt
tv
tv

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+
α
α

α 1
1ln

2
1 . Rezultǎ ( )

1
11

)(2

)(2

+
−

= +⋅⋅⋅

+⋅⋅⋅

Ctg

Ctg

e
etv α

α

α
. Valoarea lui C 

se determinǎ din condiţiile iniţiale. 
Din analiza expresiei lui v se poate deduce cǎ viteza creşte pe mǎsurǎ ce timpul trece 
şi tinde sǎ atingǎ valoarea maximǎ admisǎ kmv //1max == α . 
 
5. Descărcarea unui condensator într-o resistenţă (ecuaţie liniară) 
  
 Fenomenul este important pentru cã apare în circuitele folosite la 
transmisiunile radio, de televiziune, la radare etc. 
 Problema : Se considerã un circuit electric format dintr-un condensator cu 
capacitatea şi o rezistenţã C R . Se cere intensitatea curentului, ( )i t  şi diferenţa 
de potenţial ( )v t  la bornele condensatorului în funcţie de momentul  la care se 
face mãsurarea dacã sarcina iniţialã este . 

t
Q

 Rezolvare : Considerãm funcţiile , , :[0, )i q v R+∞ →  cate indicǎ intensitatea, 
sarcina electricǎ şi diferenţa de potenţial la bornele condensatorului în funcţie de 
timpul t.  
 Intre ele existã relaţia ( ) ( )q t Cv t= . 
 Intensitatea curentului electric la descãrcare este ( ) ( )'i t q t= −  şi la bornele 

rezistenţei  ea satisface relaţia vi
R

=  (legea lui Ohm). 

Relaţiile anterioare aratã cã acest circuit este caracterizat de problema Cauchy 

( ) ( )

( )

'

0

q t
q t

C R
q Q

⎧
= −⎪

⋅⎨
⎪ =⎩

                (CR) 

în care ( )q q t=  este funcţia necunoscutã iar C  şi R  sunt constante date în problemã.  
 Ecuaţia  diferenţialã poate fi consideratã ca o ecuaţie cu variabile separabile 
sau ca o ecuaţie liniarã şi omogenã de ordinul I. Soluţia problemei Cauchy  este  

( )
1

CRq t Qe
−

= . 

Intensitatea curentului (la descãrcare) este ( ) ( ) /( )
0'

t
t CRCRQi t q t e I e

CR

−
−= − = =  iar 

( ) ( )
t

CRQv t R i t e
C

−

= ⋅ = . 
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 Momentul începând de la care descãrcarea este practic terminatã se considerã  

a fi τ  pentru care ( ) 0

100
Ii τ = . Se obţine 1

100
CRe
τ−

=  adicã 

2 ln10 4,6C R C Rτ = ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ ⋅  
 
 
6. Incãrcarea unui condensator printr-o rezistenţã în prezenţa unei surse de 
curent continuu (ecuaţie liniară) 
 
 Problemã : Se considerã un circuit alcãtuit dintr-un condensator cu 
capacitatea , o rezistenţã C R  şi o sursã de curent continuu având forţa 
electromotoare constantã E . Se cere sã se determine intensitatea curentului şi 
diferenţa de potenţial la bornele condensatorului în funcţie de momentul la care 
se face mãsurarea. 
 
Rezolvare : Se considerã funcţiile , , :[0, )i q v R+∞ →  care reprezintã intensitatea 
curentului, sarcina condensatorului şi diferenţa de potenţial la bornele acestuia în 
funcţie de timp. 

La încãrcarea condensatorului ( ) ( )'i t q t=  iar ( ) ( )q t
v t

C
= . 

Legea lui Kirchoff aratã cã ( ) ( )E v t
i t

R
−

= , deci problema Cauchy ce caracterizeazã  

circuitul este 

( ) ( )

( )

'

0 0

q t
R q t E

C
q

⎧
⋅ + =⎪

⎨
⎪ =⎩

. 

Soluţia generalã a ecuaţiei (liniarã şi neomogenã de ordinul I) este 

( )
t

CRq t CE Ke
−

= +   iar soluţia problemei Cauchy este  

( ) 1
t

CRq t C E e
−⎛ ⎞

= ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Rezultã imediat ( ) ( )
1

t
CR

q t
v t E e

C
−⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 şi ( ) ( )'
t

CREi t q t e
R

−
= = . 

Momentul în care condensatorul este practic încãrcat este cel la care diferenţa de 

potenţial este ( ) 99
100

v Eτ = . Din 99 1
100

CRE E e
τ

−⎛ ⎞
= −⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟  rezultã 

ln100 4,6C R C Rτ = ⋅ ⋅ ≈ ⋅ ⋅  
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7. Transformarea energiei electrice in căldură (ecuaţie liniară) 
Problemǎ: Sǎ se descrie modificarea temperaturii unui corp în raport cu mediul 
ambiant atunci când pentru încǎlzire se foloseşte energia electricǎ. 
 Variabila independentǎ este timpul t (mǎsurat în secunde) iar funcţia necunoscutǎ 
este temperatura corpului ( )tθθ =  presupusǎ aceeaşi în toate punctele corpului. 
Se considerǎ W puterea electricǎ mǎsuratǎ în waţi, m masa corpului mǎsuratǎ  în 
grame, c cǎldura masicǎ (cantitatea de cǎldurǎ necesarǎ pentru a ridica temperatura 
unui gram de material cu un grad), S suprafaţa de rǎcire, α coeficientul de 
împrǎştiere (cantitatea de cǎdurǎ împrǎştiatǎ de 1cm2  într-o secundǎ pentru ridicarea 
temperaturii cu un grad) 
Pentru obţinerea ecuaţiei se foloseşte principiul conservǎrii energiei, considerând cǎ 
în durata de timp t∆  energia electricǎ este utilizatǎ pentru a ridica temperatura 
corpului (cu masa m grame) cu θ∆  în timp ce o parte din cǎldurǎeste împrǎştiatǎ: 

Relaţia tScmtW
∆⋅⋅⋅+∆⋅⋅=

∆⋅ θαθ
18.4

 conduce la ecuaţia diferenţialǎ 

cm
W

cm
S

⋅⋅
=⋅

⋅
⋅

+
18.4

' θαθ . Se noteazǎ 
cm
SB
⋅
⋅

=
α  şi 

cm
WD

⋅⋅
=

18.4
 şi ecuaţia 

devine 
Este o ecuaţie liniarǎ de ordinul I, dar poate fi socotitǎ şi ecuaţie cu variabile 
separabile. Ecuaţia omogenǎ ( ) ( ) 0' =⋅+ tBt θθ  are soluţia generalǎ ( ) BteCt −⋅=θ . 
Aplicând metoda variaţiei constantei considerǎm ( ) ( ) BtetCt −⋅=θ  şi ecuaţia devine 

. Rezultǎ ( ) BteDtC ⋅=' ( ) Ke
B
DtC Bt += . Rezultǎ cǎ soluţia generalǎ a ecuaţiei este 

( ) .
18.4

/ BtBt eK
S

WeKBDt −− ⋅+
⋅⋅

=⋅+=
α

θ  

Dacǎ temperatura iniţialǎ 0θ este precizatǎ atunci S
WK

⋅⋅
−=

α
θ

18.40 . In 

aceastǎ situaţie temperatura corpului va fi ( ) ( ) .1
18.4 0

BtBt ee
S

Wt −− +−
⋅⋅

= θ
α

θ  

Temperatura maximǎ a corpului va fi ( )
S

Wt
t ⋅⋅

==
∞→ α
θθ

18.4
limmax , indiferent de 

temperatura de pornire . 
Dacǎ nu se foloseşte electricitatea pentru încǎlzire atunci W=0 şi temperatura 
corpului este ( ) Btet −= 0θθ . Ea descreşte exponenţial la 0. 
 
8. Formula fundamentală a curentului alternativ (ecuaţie liniară) 
 
Problemã : Se considerã un circuit în care acţioneazã o forţã electromotoare 
datoratã unei variaţii de flux şi conţinând o rezistenţǎ R  şi o bobinã cu 
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inductanţa proprie  montate în serie. Sã se determine intensitatea curentului 
electric din circuit. 

L

 
Rezolvare : Pentru a obţine o variaţie a fluxului electric ( )tΦ se considerã un cadru 
cu  spire de arie  mişcându-se într-un câmp magnetic cu inducţia n S B , cadru închis 
printr-un circuit exterior. Acest cadru se roteşte uniform cu viteza unghularã ω .  
Fluxul captat ( )tΦ  se descompune în douã pãrţi : 
- Fluxul ( )1 sint n B S tωΦ = ⋅ ⋅ ⋅  provenind de la polul nord al câmpului magnetic 
- Fluxul ( ) ( )2 t L i tΦ = ⋅  generat de cadrul parcurs de curentul  electric 

Din relaţia (datã în problemã) ( ) ( )'E t = −Φ t  şi ţinând cont de faptul cã ( ) ( )E t
i t

R
=  

se obţine ecuaţia  ( ) ( )cos 'n B S Li t t i t
R R

ω ω⋅ ⋅ ⋅
= − − ⋅ . Ea se scrie sub forma 

( ) ( ) 0' cosL i t R i t n B S t E tcosω ω ω⋅ + ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

Din rezolvarea ecuaţiei omogene se obţine ( ) LRteCti /−⋅= . Aplicând metoda variaţiei 

constantei obţinem t
L
ECe

L
Re

L
RCeC LRtLRTLRt ωcos' 0/// =+

−
+ −−− , 

deci ( ) te
L
EtC

t
L
R

ωcos' 0 ⋅= . 

Rezultǎ ( ) ( )∫ +−
+

== ketLtR
LR

Etdte
L
EtC LRtLRt /

222
0/0 cossincos ωωω
ω

ω . 

Soluţia generalǎ a ecuaţiei este ( ) ( ) LRtketLtR
LR

Eti /
222

0 cossin −+−
+

= ωωω
ω

 

Aceasta are o componentã periodicã dominantã (anume cos sinR t L tω ω ω+ ) şi o 

componentã neglijabilã (anume 
R t
LRe

−
) atunci când timpul  este mare. Din acest 

motiv curentul obţinut se numeşte curent alternativ. 
t

 
9. Oglinda parabolică (ecuaţie omogenă) 
Problemǎ: Sǎ se determine forma unei oglinzi care reflectǎ o razǎ luminoasǎ ce 
porneşte din origine pe o direcţie paralelǎ cu Ox.  
Graficul funcţiei necunoscute y=y(x) reprezintǎ oglinda în care se reflectǎ lumina 
Raza OM este reflectatǎ de oglindǎ pe direcţia MA. Considerând tangenta MB la 

graficul funcţiei y=y(x), obţinem  deoarece unghiul de 
incidenţǎ este egal cu unghiul de reflexie.  

∧∧∧
== MCOCMOBMA

Atunci , deci  
∧∧

= BMAMOP 2
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( ) ( )
( )( )22 '1

'2

1

2
)2(

xy
xy

BMAtg

BMAtg
BMAtg

x
xyMOPtg

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∧

∧

∧∧
 

şi se obţine ecuaţia omogenǎ 

( ) x
y

y
y

=
− 2'1

'2   

 
 
 B 

N 

R 

( )xy  =y

C 

M

P O 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2. Oglinda parabolicǎ 
 
In mod obişnuit pentru rezolvarea acestei ecuaţii se foloseşte substituţia  
dar în acest caz calculele sunt complicate şi este mai util un artificiu de calcul 

datorat lui Lagrange: se noteazǎ 

uxy =/ ,

my =' şi se deriveazǎ ecuaţia 21
2

m
mxy

−
⋅= . 

Se obţine o nouǎ ecuaţie mm
m
mx

m
my =⋅

−
+

+
−

= '
)1(

12
1

2' 22

2

2  din care rezultǎ cǎ 

( )
x

mmm
2

1'
2 −

= , adicǎ o ecuaţie cu variabile separabile.  

Soluţile singulare ( ) 0=xm  şi ( ) 1±=xm  nu convin problemei pentru cǎ în acest 
caz se anuleazǎ numitorul din ecuaţia iniţialǎ. 
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Separând variabilele obţinem 
xmm

m 1
)1(

'2
2 =
−

 care, prin integrare conduce la 

( )kx
m

m ln1ln 2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − , adicǎ kx
m

m
=

−
2

2 1 . Introducând expresia 2

2 1
km

mx −
=  în ecuaţia  

21
2

m
mxy

−
⋅=  se obţine 

'
22
ykmk

y
⋅
−

=
⋅

−= , adicǎ 
ky

m 2
−= .  

Din ( )( )
( )( )2

2

2

2

/2
1/21

kyk
ky

km
mx

−
−−

=
−

=  rezultǎ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= x

kk
y 142  ceea ce aratǎ cǎ oglinda are 

forma unei parabole (se numeşte oglindǎ parabolicǎ) al cǎrei focar este originea 
axelor de coordonate. In fapt ea reprezintǎ interiorul unui paraboloid de rotaţie. 
 

10. Exerciţii propuse 
1. Se ştie cǎ viteza de rǎcire a unui corp este proporţionalǎ cu diferenţa de 

temperaturǎ între corp si mediul înconjurǎtor.  
a) Sǎ se scrie relaţia care existǎ între temperatura T şi timpul t, dacǎ un corp 

încǎlzit la  grade este plasat într-o camerǎ a cǎrei temperaturǎ constantǎ 
este de a grade. 

0T

b) In cât timp va scadea la 30 grade temperature unui corp încǎlzit la 100 
grade dacǎ temperature camerei în care e introdus este 20 grade şi în 
primele 20 min corpul se rǎceşte la 60 grade? 

  R: a) ( ) ( )( )atTktT −='  are soluţia ( ) ( ) kteaTtT −−= 0  
   b) 20,1000 == aT ; din ( ) 6020 =T  rezultǎ ; 
timpul necesar        este 60 min  

( ) 20/12/1=−ke

2. Frânarea unui disc care se roteşte uniform într-un lichid este proporţionalǎ 
cu viteza unghiularǎ .  
a)  Scrieţi şi rezolvaţi ecuaţia care descrie modificǎrile vitezei unghiulare în 
timpul rotaţiei. 
b) Care este viteza dicului dupa 3 min  dacǎ viteza sa iniţialǎ a fost de 100 
turaţii/min şi dupǎ un minut viteza sa a scǎzut la 60 turaţii /min. 
 R: a) ( ) ( )tkt ωω −='  , k>0, are soluţia ( ) kteCt −⋅=ω ; semnul “-“ ce apare 
în ecuaţie aratǎ cǎ miscarea este încetinitǎ. 

  b) ( )
t

t ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

5
3100ω deci ( ) 6.213 =ω  grade 

3. Viteza de dezintegrare a radiului este proporţionalǎ cu cantitatea sa. Se ştie 
cǎ dupǎ 1600 ani nu rǎmâne decât o jumǎtate din cantitatea de radiu iniţialǎ 
(perioada de înjumǎtǎţire este 1600 ani). Sǎ se determine procentajul de radiu 
dezintegrat dupǎ 100 ani. 
 R: Se considerǎ Q(t) cantitatea de radiu dezintegratǎ sin cantitatea iniţialǎ 
  . Ecuaţia liniarǎ 0C ( ) ( ))(' 0 tQCktQ −⋅= şi condiţia iniţialǎ 
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( ) 00 =Q  conduc  la  ( ) )1(0
kteCtQ −−= . Din condiţia 

( ) ( )160020 QQ ⋅=  rezultǎ  ( ) 1600/12/1=−ke . 
 Procentajul cerut este ( ) ( )( ) ( ) %23.4%1002/11%0/100100 16 ≈⋅−=⋅ QQ . 
4. Viteza de scurgere a apei printr-o deschidere aflatǎ pe verticalǎ la distanţa h 
de suprafaţa apei este datǎ de formula ghcv 2= unde 6.0≈c  şi g este 
acceleraţia gravitaţionalǎ. In cât timp se va goli un rezervor cubic cu latura de 
1m printr-o deschidere practicatǎ la baza sa. 
 R: Se considerǎ ( )thh =  înǎlţimea lichidului scurs pânǎ la momentul t. 
 Ecuaţia diferenţialǎ ( ) ( )( )thgcth −= 12'  şi condiţia iniţialǎ  
caracterizeazǎ  fenomenul de curgere. Soluţia problemei Cauchy este 

 

( ) 00 =h

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= t

gc
gcth

2
2

12 .Rezervorul se va goli atunci când ( ) 0=gth , 

adicǎ   745.0
2
2

≈=
gc

tg  unitǎţi de timp. 

5. Cantitatea de luminǎ absorbitǎ de un rezervor de apǎ este proporţionalǎ cu 
cantitatea de luminǎ incidentǎ şi cu adâncimea rezervorului. Se ştie cǎ într-un 
rezervor cu adâncimea de 3m apa absoarbe jumǎtate din catitatea de luminǎ 
iniţialǎ. Care este cantitatea de luminǎ care poate ajunge la o adâncime de 
30m? 
 R: Cantitatea de luminǎ absorbitǎ, ( )hQQ =  depinde de adâncimea la care
 se aflǎ  observatorul. Ecuaţia diferenţialǎ ce caracterizeazǎ fenmenul de 
absorbţie este  ( ) ( ))(' 0 hQCkhQ −=  şi condiţia iniţialǎ impusǎ este 

.Soluţia  problemei Cauchy asociatǎ este ( ) ( ) 2/030 QQ =

( ) ( )( )3/
0 2/11 hQhQ −⋅= . Cantitatea de luminǎ  absorbitǎ pânǎ la 30m 

este ( ) ( ) )2/1(130 10
0 −=QQ  iar cantitatea de luminǎ ce  pǎtrunde la acel 

nivel este ( )10
0 2/1⋅Q . 

6. Rezistenţa aerului exercitatǎ asupra unui corp lansat cu o paraşutǎ este 
proporţionalǎ cu pǎtratul vitezei de mişcare. Sǎ se determine viteza limitǎ pe care o 
poate atinge un corp.    R: Ecuaţia diferenţalǎ este  şi 

are soluţia  

2' kvmgmv −=

( )
1
1

)(/2

)(/2

+

−
⋅=

+⋅⋅⋅

+⋅⋅⋅

Ctgmk

Ctgmk

e
e

k
mtv .   Valoarea lui C se determinǎ 

din condiţiile iniţiale. Din analiza expresiei lui v se  poate deduce cǎ viteza 
creşte pe mǎsurǎ ce timpul trece şi tinde sǎ atingǎ valoarea  maximǎ admisǎ 
 kmv //1max == α  

 
  7. Baza unui rezervor de 300 l este acoperitǎ cu un amestec de sare şi 
substanţǎ insolubilǎ. Presupunând cǎ viteza de dizolvarea sǎrii este 
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proporţionalǎ cu diferenţa între concentraţia instantanee şi concentraţia soluţiei 
saturate (1 kg sare pentru 3 l apǎ) si cantitatea de apǎ purǎ dizolvǎ 1/3 kg sare 
pe minut, sǎ se determine cantitatea de sare din soluţie dupǎ o orǎ. 
 R: se noteazǎ ( )tx  cantitatea de sare din soluţie la momentul t (sare 

 dizolvatǎ în  apǎ). Ecuaţia diferenţialǎ este ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3003
1' xktx . Soluţia 

problemei Cauchy care  foloseşte condiţia iniţialǎ ( ) 00 =x  este 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−
3001100
kt

etx . Dupǎ o orǎ cantitatea  de sare din soluţie va fi 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−
5110060
k

ex . 
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